A

Sumy

Kiedy algorytm zawiera iteracyjne konstrukcje sterujace, takie jak petle while lub for, jego
czas dziatania mozemy wyrazi¢ jako sume czaséw potrzebnych na kazde wykonanie tresci
petli. W podrozdziale 2.2 na przyklad zauwazyliSmy, ze i-ta iteracja w algorytmie sortowania
przez wstawianie dla najgorszego przypadku wymaga czasu proporcjonalnego do i. Dodajac
czasy wykonania kolejnych iteracji, otrzymujemy sume (lub szereg) > ;_, i. Obliczenie wartosci
tej sumy dato oszacowanie ©(n?) na pesymistyczny czas dzialania algorytmu. Przyklad ten
pokazuje, na ile wazne jest zrozumienie metod obliczania i szacowania wartosci sum.

W dodatku A.1 podamy kilka podstawowych wzoréw dotyczacych sumowania, a w do-
datku A.2 przedstawimy uzyteczne techniki szacowania wartosSci sum. Wzory w dodatku A.1
zamieszczamy bez dowoddéw, chociaz dowody niektérych z nich zaprezentujemy w dodatku A.2
jako ilustracj¢ zastosowania podanego w nim materiatu. Dowody pozostatych wzoréw mozna
znalez¢ w dowolnej ksiazce z analizy matematyczne;.

Al

Wzory i wlasnosci dotyczace sum

Majac dany ciag liczb a,, a,, ..., a,, gdzie n jest nieujemna liczba catkowita, skonczong sume
wyrazow tego ciagu a; + ds + - - - + a, mozemy zapisac jako Y ;_, ax. Jezelin = 0, to wartos¢
sumy definiuje si¢ jako 0. Warto$¢ sumy skoficzonej jest zawsze dobrze okreslona i nie zalezy od
kolejnosci dodawania jej wyrazéw (sktadnikow).

Majac dany nieskoriczony ciag liczb a;, a,, . . ., nieskoficzona sum¢ wyrazéw tego ciagu
a + a, + --- mozemy zapisa¢ jako Y ;o | ax, co oznacza granice lim, e Y ;_, dx. Jesli ta
granica nie istnieje, to szereg jest rozbiezny; w przeciwnym razie jest on zbiezny. Wyrazy szeregu
zbieznego nie zawsze mozna dodawaé w dowolnej kolejnosci. Mozna jednak tak dodawac wyrazy
szeregu bezwzglednie zbieznego, tzn. takiego szeregu Y o | a, ze szereg Y o, |ax| réwniez
jest zbiezny.
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Liniowo$¢

Dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ i kazdej pary skoficzonych ciagéw ay,as,...,a,iby, ba, ..., by
n n n

Z(Cak +by) =c Zak + Zbk'

k=1 k=1 k=1

Wiasnos¢ ta zachodzi réwniez dla nieskoriczonych szeregéw zbieznych.
Wiasnos¢ liniowosci mozna wykorzystywac w przypadku sum zawierajacych notacje asymp-
totyczna. Na przykiad

Y 0(fk) =6 (Z f(k)).
k=1 k=1

W tej réwnosci notacja ® po lewej stronie odnosi si¢ do zmiennej k, po prawej zas do zmiennej 7.
Takie manipulacje mozemy réwniez stosowac dla nieskoficzonych szeregéw zbieznych.

Szereg arytmetyczny

Suma

D k=142+4-+n
k=1

jest szeregiem arytmetycznym i wynosi

“ 1
>k = 5n(n+ 1) (A.1)
k=1

= O®n?). (A.2)

W ogélnym szeregu arytmetycznym w kazdym sktadniku wystepuje dodatkowa stata
addytywna a > 0 oraz staty wspétczynnik b > 0, jednak jego asymptotyczne zachowanie jest
takie samo:

> (a +bk) = ©@0?). (A.3)
k=1

Sumy kwadratow i szeScianow

Oto wzory na sumy kwadratéw i szeSciandw:

Zkz _ nn+1)2n + 1)’ (Ad)
k=0 6

n 2 2

Zk3 — ’1(’1—+1) (A.5)
k=0 4
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Szereg geometryczny

Dla liczby rzeczywistej x # 1 suma

doxk=l4xx+ 4y

k=0

jest nazywana szeregiem geometrycznym i wynosi
n+1 _q

" X
> Xk = — (A.6)
k=0

Jezeli suma jest nieskoriczona i |x| < 1, to mamy zbiezny nieskoficzony szereg geometryczny

o0
x 1
E x© = . (A7)
1—x
k=0

Poniewaz zakladamy, ze 0° = 1, wzory te stosujg si¢ nawet wtedy, gdy x = 0.

Szereg harmoniczny

Dla dodatniej liczby catkowitej n, n-ta liczhq harmoniczng nazywamy

Hy=1+ 4t 4]
" 2 3 4 n
—Xn:l (A.8)
k=1k
= Inn + O(1). (A.9)

Nieréwnosci (A.20) i (A.21) na str. 1081 daja lepsze oszacowania

In(n +1) < H, <Inn + 1. (A.10)

Calkowanie i rézniczkowanie szeregow

Nowe tozsamosci mozemy uzyskaé, catkujac lub rézniczkujac poznane juz przez nas wzory.
Rézniczkujac na przyktad obie strony nieskoniczonego szeregu geometrycznego (A.7) i mnozac
je przez x, otrzymujemy

Ykt = (L (A1)

_ 2
= I=x

dla |x| < 1.
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Szereg teleskopowy

Dla dowolnego ciagu ag, ay, ..., dy,

> (ax — ax1) = an — ao, (A.12)
k=1

poniewaz kazdy ze sktadnikéw a, as, ..., a,—; jest dodany i odjety doktadnie raz. Taka sume

nazywamy teleskopowq. Podobnie

n—1

Z(ak — Qk41) = Ao — dp.

k=0
Jako przyktad sumy teleskopowej rozwazmy szereg

n—1 1

= k(e + 1)

Jesli zapiszemy kazdy wyraz w postaci

O B
kk+1) k k+1U

to otrzymamy

”2‘1: 1 _”i(l_ 1)
—kk+1)  —=\k k+1
1
=1,
n

Przeindeksowanie sum

Szereg mozna niekiedy uproscié, zmieniajac jego indeksowanie, czgsto przez odwrdcenie kolejno-
Sci sktadnikéw. Rozwazmy szereg ZZ:O a,—i. Poniewaz sktadnikami tej sumy sa a,, a,—1, ...,
ag, mozemy odwrdci¢ kolejnos¢é sumowania, podstawiajac j = n — k i przepisujac tg sume jako

n n
D tn =) a;. (A.13)
k=0 Jj=0

Ogdlnie, jesli indeks sumowania wystgpuje wewnatrz sumy ze znakiem minus, warto pomyslec¢
o przeindeksowaniu.
Jako przyktad rozwazmy sume

“ 1
;n—k—i-l'
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Indeks k wystepuje ze znakiem minus w wyrazeniu 1/(n —k + 1). I faktycznie, mozemy uproscic
te sumg, wykonujac podstawienie j = n — k + 1, skad dostajemy

. 1 "1
Yo—=> - (A.14)
czyli zwykly szereg harmoniczny (A.8).

Hoczyny

Skonczony iloczyn aia; - - - a, mozemy zapisa¢ w postaci
n

1_[ ayj.

k=1

Jezeli n = 0, to wartos¢ iloczynu definiujemy jako 1. Jesli wszystkie czynniki sg dodatnie, to
mozemy przeksztatci¢ wzér z iloczynem na wzor z suma, korzystajac z tozsamosci

Ig (1_[ ak) = Zlgak.
k=1 k=1

Zadania

A.l-1
Korzystajac z wtasnosci liniowosci sumowania, udowodnij, ze

> k=1 O(fi(@) = 0 (X, fie@)).
A.1-2

Znajdz prosty wzér na warto$é sumy Y, _,(2k — 1).

A.l1-3
Zinterpretuj liczbg dziesigtng 111 111 111 w kontekscie wzoru (A.6).

A.1-4

Oblicz wartos¢ szeregu nieskoficzonego 1 — 2 + - — £ + - —....

Ll

A.I-5
Niech ¢ > 0 bedzie stata. Pokaz, ze Y ,_, k¢ = O(nt").

A.1-6
Wykaz, ze Y 7o k2xk = x(1 +x)/(1 — x)>dla|x| < 1.

A.1-7
Udowodnij, ze > ;_, vk lgk = ©(n3/? lgl/ % n). (Wskazéwka: Pokaz osobno asymptotyczne
gbrne i dolne oszacowanie).
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*x A.I-8
Manipulujac wyrazami szeregu harmonicznego, wykaz, ze Y ,_, 1/(2k — 1) = In(y/n) + O(1).

*x A.I-9
Wykaz, ze Y 7o (k —1)/2F = 0.

* A.I-10
Oblicz warto$¢ sumy Y o, (2k + 1)x%* dla |x| < 1.

* A.l-11
Oblicz wartos¢ iloczynu [, (1 — 1/k?).

A.2 Szacowanie sum

Istnieje wiele metod szacowania wartosci sum opisujacych czas dziatania algorytméw. Ponizej
podajemy kilka najczesciej uzywanych.

Indukcja matematyczna

Podstawowa metoda wyznaczania wartoSci sum jest zastosowanie indukcji matematyczne;j.
Przyktadowo wykazemy, ze suma szeregu arytmetycznego y ,_, k wynosi %n(n + 1). Dla
n = 1 mamy n(n + 1)/2 = 1-2/2 = 1, co jest réwne Y ,_, k. Przyjmujemy zato-
zenie indukcyjne, ze wzor zachodzi dla n, i dowodzimy, ze zachodzi réwniez dla n + 1.

Mamy
n+1 n
Dk=Yk+ @+
k=1 k=1
nin+1
= %4‘(114-1)
_ n>+n+2n+2
N 2
_ (m+1D(n+2)
i m—

Nie trzeba zawsze zgadywaé doktadnej wartosci sumy, zeby méc stosowac indukcje mate-
matyczna. Mozemy z niej rowniez korzystac, gdy szacujemy tg¢ warto$¢ z géry lub z dotu. Przy-
kladowo wykazemy, ze suma szeregu geometrycznego Y ;_, 3% wynosi O(3"), a dokladniej, ze
Yo 3k < ¢3" dla pewnej statej c. W przypadku brzegowym n = 0 mamy 22:0 ¥=1<ecl,
oile ¢ > 1. Przy zalozeniu, ze oszacowanie jest prawdziwe dla n, udowodnimy, Ze jest ono
réwniez prawdziwe dla n + 1. Mamy
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n+1 n
Z 3k — Z 3k + 3n+1
k=0 k=0

< ¢3" 437! (z zatozenia indukcyjnego)

I 1
— - - C3n+1
(3 " c)
< C3n+1,

oile (1/3 + 1/c) < 1 lub, réwnowaznie, ¢ > 3/2. Zatem ZZ:O 3k = 0(3"), co bylo do
okazania.

Nalezy bardzo ostroznie uzywac notacji asymptotycznej, kiedy dowodzi si¢ prawdziwosci
oszacowan indukcyjnie. Przyjrzyjmy si¢ przyktadowo niepoprawnemu dowodowi réwnosci
Y i—, k = O(n). Na pewno Z/lc=1 k = O(1). Zaktadajac, ze to oszacowanie sumy zachodzi
dla n, dowodzimy teraz, ze zachodzi dlan + 1:

n+1 n

Yk=>k+@m+1)

k=1 k=1
=0m)+mn+1) & Zle!
= O0On+1).

Btad w rozumowaniu polega na tym, ze ,,stata” ukryta w notacji O ro$nie razem ze wzrostem 7,
wigc w rzeczywistosci nie jest stata. Nie pokazaliSmy, ze ta sama stata jest dobra dla wszystkich n.

Szacowanie skladnikow

Czasami dobre ograniczenie gérne szeregu mozna otrzymaé, ograniczajac kazdy z jego wyrazow.
Czesto wystarcza ograniczenie wyrazow szeregu przez najwigkszy z nich. Na przyktad tatwym
do znalezienia ograniczeniem gérnym szeregu arytmetycznego (A.1) jest

> k=S
k=1 k=1

= I’lz.

Ogolnie, dla szeregu Y ;_, dk, Przyjmujac dm. = max {ax : 1 <k < n}, mamy

n
E A = NApyax-
k=1

Metoda polegajaca na oszacowaniu kazdego wyrazu szeregu przez najwigkszy wyraz tego
szeregu jest staba, jesli dany szereg mozna oszacowal przez szereg geometryczny. Przypusémy,
ze mamy dany szereg >  _o dk, W Ktorym ax41 /ax < r dlakazdego k > 0, przy czym0 < r < 1
jest stata. Poniewaz a; < aor*, nasza sume mozna oszacowaé przez zbiezny nieskoniczony szereg
geometryczny:
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Zak < Zaork
k=0 k=0
=apy r* (A.15)
k=0
1
= a7 (A.16)

Mozemy skorzysta¢ z tej metody do oszacowania sumy Y -, (k/3%). Aby zacza¢ sumo-
wanie od k = 0, zapiszmy te¢ sumg jako Y 7o, ((k + 1)/3%*1). Pierwszy wyraz jest rtéwny 1/3,
a stosunek dwoéch kolejnych wyrazéw wynosi

(k+2)/3**2 1 k+2
(k 4 1)/3k+1

3 k+1
2
3
dla kazdego k > 0. Mamy zatem
=k Zk+1
23_k = Z 3k+1
k=1 k=0
1

< .
=3 1-2/3

=W =

Czestym btedem przy stosowaniu tej metody jest pokazanie, ze stosunek kazdych dwéch
kolejnych wyrazéw jest mniejszy od 1, i wnioskowanie z tego, ze sum¢ mozna oszacowac przez
szereg geometryczny. Przyktadem moze tu by¢ nieskoniczony szereg harmoniczny, ktéry jest
rozbiezny, gdyz

=1 |
> imyy
k=1 k " k=t k
= lim O(gn)
n—>00
= o0.

Stosunek (k + 1)-szego i k-tego wyrazu tego szeregu wynosi k /(k + 1) < 1, lecz szereg ten nie
jest ograniczony malejacym szeregiem geometrycznym. W celu ograniczenia danego szeregu
szeregiem geometrycznym nalezy pokazac, ze istnieje r < 1, ktdre jest state i takie, ze stosunek
kazdej pary kolejnych wyrazéw jest nie wigkszy od r. Dla szeregu harmonicznego nie istnieje
takie r, poniewaz stosunek ten staje si¢ dowolnie bliski 1.

Rozdzielanie sum

Jednym ze sposobéw oszacowania skomplikowanej sumy jest przedstawienie jej w postaci sumy
dwoch lub wigcej szeregéw powstatych przez rozdzielenie indekséw owej sumy, a nastgpnie
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oszacowanie osobno kazdego z tak powstalych szeregdéw. Przypusémy na przyktad, ze prébujemy
znalez¢ dolne ograniczenie szeregu arytmetycznego » ,_, k, o ktérym wiemy juz, ze jego
gbrnym ograniczeniem jest n2. Mozemy sprébowaé ograniczy¢ z dohu kazdy z wyrazéw sumy
przez jej najmniejszy wyraz, czyli 1. Otrzymamy wéwczas dolne ograniczenie réwne n — bardzo
odlegte od naszej gérnej granicy n2.

Lepsze ograniczenie dolne otrzymamy, rozktadajac ten szereg na sume szeregdéw. Dla
wygody przyjmijmy, ze n jest parzyste. Mamy wtedy

n n/2
Yok=>k+ j{: k
k=1 k=1 k=n/2+1
n/2
> >0+ 2: (n/2)
k=1 k=n/2+1
= (n/2
= Q(n?),

co jest asymptotycznie doktadnym ograniczeniem, poniewaz Y ;_, k = O(n?).

Sumg otrzymana przy analizie algorytmu czgsto mozemy rozdzielié, a nastgpnie zaniedbac
statg liczbe jej wyrazow poczatkowych. Te metode stosujemy, kiedy wszystkie wyrazy a; sumy
> % —o ak sa niezalezne od n. Dla dowolnej statej ko > 0 mozemy wéwczas napisaé

n ko—1
Zak = Z aix + Z ay
k=0 k=ko
= O(1) + j{: ax,
k=ko

poniewaz poczatkowe wyrazy sumy sa stale i ich liczba jest stata. Nastgpnie mozemy uzy¢

innych metod w celu oszacowania sumy » ; _ ko @k Ta metoda ma zastosowanie takze do sum
. . ‘2z 2 . . 0o k2

nieskoficzonych. Chcac na przyktad znalez¢ asymptotyczne gérne ograniczenie sumy » ;o 7z,

nalezy zauwazy¢, ze dla k > 3 stosunek kolejnych wyrazow tej sumy wynosi

(k + 1)2/2k+1 B (k + 1)2

k2 )2k 2%2

=

O |

Sume mozna zatem rozbi¢ na
>, k2

> 5 Z Z 5

k=0 = =

2
k? k +3)2
Z 2k Z ( 22;3) (przeindeksowanie)
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2 k2 9 oo 8 k
<> 73 > (5) (z nieréwnosci (A.15))
k=0 k=0
9/8
1-8/9

—O+1/2+1)+
= 0(1).

(ze wzoru (A.16))

Metodg¢ rozdzielania sum mozna zastosowaé do badania asymptotycznych oszacowan
w przypadkach duzo bardziej skomplikowanych niz ten rozwazany powyzej. Mozliwe jest na
przyktad uzyskanie oszacowania O(lgn) dla szeregu harmonicznego (A.9):

"1
H,,:§ =
k=1

Pomyst polega na rozdzieleniu zakresu indekséw od 1 do n na |Ign | + 1 czgsci i ograniczeniu
sumy kazdej czesci przez 1. Dlai = 0,1,...,|lgn] czgs¢ i-ta sktada si¢ z kolejnych wyra-
76w, poczynajac od 1/2¢, ale bez wyrazu 1/2' 1!, Ostatnia cz¢$¢ moze zawiera¢ wyrazy spoza
oryginalnego szeregu harmonicznego. Zatem mamy

llgn] 2 —1

"1 1
;% = Zzziﬂ'

i=0 j=0

llgn] 2 —1

DI

i=0 j=0

ngnJ( . 1)
> (22
, 2
i=0
Lgn]

— 21
i=0

lgn + 1. (A.17)

IA

A

A

Przyblizanie za pomoca calek

Jezeli suma daje si¢ wyrazi¢ w postaci Y ,_,. f(k), gdzie f(k) jest funkcja monotonicznie
rosnaca (niemalejaca), mozemy oszacowac ja za pomoca catek

n n n+1
| sewax=Y o= [ seax (A18)
m—1 k=m

m

Uzasadnienie tego oszacowania jest pokazane na rys. A.1. Suma jest tam przedstawiona jako pole
uktadu prostokatéw, a catka to szary obszar pod krzywa. Jezeli f (k) jest funkcja monotonicznie
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Sx)
~ ~ ~ ~ ~ ~
5|5 |3 |58
B I I s |z
—» x
m—1 m m+l m+2 o on-2 n-1 n n+l
(@)
— S
=~ | | = ~ | = | =
B o CHR=
| » X
m—1 m m+l m+2 n-2 n-1 n n+l
(b)

Rysunek A.1 Przyblizenie sumy Zi:m f (k) za pomoca catek. W kazdym prostokacie jest zapisane jego pole,
a pole wszystkich prostokatow reprezentuje warto$¢ sumy. Catka to szary obszar pod krzywa. Jesli poréwnamy ze
sobg obszary z czgsci (a), otrzymamy nier6wnosé f;_l f(x)dx < ZZ:m f(k), a przesuwajac prostokaty o jeden

w prawo, dostaniemy oszacowanie Zﬁzm fk) < _[,Z+1 f(x)dx, co zostato pokazane w czesci (b)
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malejaca (nierosnaca), to na podobnej zasadzie mozemy podaé oszacowanie
n+1 n n
[ rwar=Y rws [ seax (A.19)
m k=m m—1

Nieréwnosci (A.19) daja doktadne oszacowanie n-tej liczby harmonicznej. Dolnym oszaco-
waniem jest

"1 /”H dx
)OI
— k 1 X
= In(n + 1). (A.20)

Gorne oszacowanie za pomoca przyblizenia przez catke uzyskujemy nastgpujaco:

"1 "1
Y= t!
k=1 k=2

" dx
—+1
1 X
= Inn + 1. (A.21)
Zadania
A.2-1

Wykaz, ze suma Y ;_, 1/k? jest ograniczona z géry przez stala.

A.2-2
ZnajdZ asymptotyczne gorne ograniczenie sumy

Llgn]

kz_: |—n/2k-|.

A.2-3
Wykaz metoda rozdzielania sumy, ze warto$¢ n-tej liczby harmonicznej wynosi Q2(1gn).

A.2-4
Przybliz sume > ; _, k* za pomoca calek.

A.2-5
Dlaczego, aby otrzymaé gérne oszacowanie n-tej liczby harmonicznej, nie zastosowaliSmy
nieréwnosci (A.19) bezposrednio do Y ;_, 1/k?
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Problemy

A-1 Szacowanie sum

Podaj asymptotycznie doktadne oszacowania wartosci nastgpujacych sum, przy zatozeniu ze
r >01is > 0 sg statymi.

(a) Zk’.
k=1

(b) Y lg'k.
k=1

() i k"1 k.

k=1

Uwagi do dodatku

Ksiazka Knutha [259] jest doskonalym odniesieniem do materialu prezentowanego w tym
dodatku. Podstawowe wiadomosci o szeregach mozna znaleZ¢ w kazdej dobrej ksiazce z analizy
matematycznej, na przyktad u Apostola [19] lub Thomasa i in. [433].
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